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Tema *.S
Multimi. Mullimea numerelor naturale

O mullime este o grupare de obiecte, simboluri etc., bine precizate gi distincte,
numite elementele mulfimii.

Mullimile se noteazd de reguli cu litere mari: A, B, M, N,..., iar elementele se

noteazd, cu litere mici, simboluri, numere etc.

Mullimea numerelor naturale
Mullimea ale c6rei elemente sunt toate numerele naturale se numeste multimea

numerelor naturale. Se noteaz[ N = {0, l, 2, 3, ..., fi, ...\.

Mullimea numerelor naturale nenule
Mullimea ale cirei elemente sunt toate numerele naturale mai pulin 0 se numegte

mul fimea numerelor nqturale nenule. Se noteazd N* : { 1, 2, 3, ..., n, ...}.

Relaliiintre element ti mul!:me
Dacd, M este o mullime gi x este un element al mullimii M, se spune cd elementul

x aparfine mullimii M(pe scurt r aparline lui It4) gi se noteazl x e M.
Dac[ x nu este element al mul[imii M, se spune cd x nu aparline mulSmii Mgi se

noteazdx 4 M.
Exemplu. DacdM: {1,2,3},avem I e M, 2 e M;i3 e M, dar 0 e M,5 e M.

Muflimea vidi. Vtullimea care nu are nici un element se nume$te mullimea
tidd gi se noteazd O (de exemplu mullimea elefanlilor de pe Lund).

Moduride definire a multimilor
1. Enun!6nd o proprietate comuni a elementelor acelei mulfimi.

Exemple. A: {tl.r e Ngi2.x+3 < l8}, B = {*lxestecifrIimpar6}.
2, Prin enumerarea tuturor elementelor ei intre acolade.

Exemple. A: {0,2,4,6,8), B: {0,3,6,9}.
3. Prin enumerarea tuturor elementelor in interiorul unei linii curbe inchise (numitd

diagrama Venn-Euler).

Exemple.
A( | 2 ) B

\1_--l
Mu !!imi fi nite. Mul[im i infin ite. Mulgimile cu un num[r finit (limitat) de

elemente se numesc mullimifinite.
Mullimile care nu au un numdr finit de elemente (spunem cd au un numdr infinit

de elemente) se mrmesc mullimi infinite.
Exemple. 1. Mulgimea cifrelor din sistemul zecimal este finit[.

2. Mullimea oamenilor de pe globul plmdntesc este finit[.
3. Mullimea numerelor naturale este infinitd.
4. Multimea numerelor naturale divizibile cu 7 este infiniti.
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Cardinalul unei mullimi finite este numdrul elementelor mulfimii. Cardinalul

mullimii finite Meste un num6r natural care se noteazd catd M.

Observalie. Notdm cardinalul unei mulgimi infinite cu simbolul o, pe care il
citim infinit. (oo nu este numlr natural).

Exemple. !. Mul;imea M: {2,5, 7, 8} are 4 elemente gi scriem: card M:4.
2. card N* : o.

.l-,L

1. Scriefi, prin enumerare gi sub form[ de diagram[, mul;imile literelor folosite in
scrierea cuvintelor: copacitate, matematicd, perspicacitate, paralelipiped.

2. Sedaumulfimile: A: {1,2,3,4}, B: {2,4,6,8} 9iC: {3,5,7,9}.Pentruf,re-
care dintre elementele 0, 1,2, 5,6,7 , scrieli c[rei mul;imi aparfin gi c[reia nu.

3. Estecorectscrisdmul;imea A: {l+2,2+3, 4+1,7, l3}? Justifica}i.

4, Precizali valoarea de adevlr a propozifiilor:

a) 2e{xl r divide 16}; b) 7 e{xl2< x<71 c) 2l*{xl x=2Ic};

d) 42 e{*12' <x<2'\; e) 543e{xlri5}; l) 103 e{xlx sedividecu 10}.

5. Determinali valoarea numirului natural I pentru care numIrul natural 2 este

element al mulgimii tr:{2'x+1,2'x+2,2'x+3\ .

5. Scrieli urmdtoarele mulgimi, enumerdnd elementele:

a)A: {x lx e N, x<7\;
b)B:{xlxeN,4<r<9};
c)C:{xlreN,7<x<14};

A: {xlreNgix< 1l};

C: {nl reN 9i 2" .2'o\;

d)D:{rlxeN, ll<x<23};
e) E: {x I r e N, 18 se imparte exact lax};

0 F:{xl x e N,x impar, x < 13}.

B : b,lyeN Si 2 . y + t >-37\;

D: {mlzeN;i 5'+ 3 > 130}.

' ' . Precizafi mullimile finite:

at .4 : {xlxeN, 13 <.r < 
-: tr }:

dC:lxlreN.,.>lll :

ct E: \x ireN. -r: ! lLx-l :

' l. S.-ie!i elementele multimilcr,'l

Comparali cardinalul lor $
\-enn-Euler.

t 3. Precizali elementele celor doul

.14. in locul spaliilor punctate pril
urmdtoarele mullimi sd verificr

A: {xlxeN ;i 2r-1 ... 3'

B: {nln eN 9i 4rr ... 56}

C:{mlrreN;i 1:-}-

15. Fie mullimea I : i5, 9. ,-1- l:
ardtali cI media aritmetic5 a el

1 6. Fie mulgimea I : { I 5. 10. 15. -
a/ Scrieli elementele multrmii -{
D/ Scrieli elementele multimii -{
c) Determinali numdrul de elem

17. Scriefimul;imea,4: {.r- .r e \

18. Cdte elemente are muilimea I

19. Determinali numdrul narural z

20. a/ Determna\i a e N . a.-cCel in

6) Determinali a e N . Peffrui

c) Determinali a e N . asrtl it

un element al mullimii l+. i: "

Zt. Aflali cardinalul mullimri: -{ =
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Reprezentali cele 6 mullimi utilizAnd diagrame Venn-Euler.

7, a) Sc1reli mulgimea numerelor naturale pare mai mici decdt 14.

6) Scrieli mul;imea numerelor naturale impare mai mici dec6t 11.

c) Scrieli mullimea numerelor naturale pare, de doud cifre, divizibile cu 5.

d) Scrieli mullimea numerelor naturale, mai mici decdt 123, divizibile cu 25.

e) Scriefi mullimea numerelor naturale de trei cifre, cu toate cifrele egale.

8. Fie mullim ile A : {2, 7, I l, 20\, B : {x I x este predecesor al lui m, unde m e A},

$i C: {rlx este succesor allui m, unde z e ,4}. Scrieli prin enumerare, apoi

utilizdnd diagrame Venn-Euler elementele mullimilor B 9i C.

9. Stabiliti daci urmdtoarele mullimi sunt finite sau infinite:

10. Scrieli mullimea ,4 gtiind cd are trei elemente gi folosind informaliile urmdtoare:

7eA, 5eA, 4eA,2eA, leA, jeA,8eA, 6eA.
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11. Precizali mullimile finite:
a) A: {x lxeN, 13 S r S 31};

c) C: {xlxeN, x >212};

e) E: {xlxeN, x2 < 100};

12. Scrieli elementele mulgimilor I
Comparali cardinalul lor gi
Venn-Euler.

13. Precizafi elementele celortoul mul;imi din reprezentarea de mai jos.

A

?k ?k

la. in locul spafiilor punctate puneli unul dintre semnele > sau < sau:, pentru ca
urm6toarele mullimi sd verifice relalia scrisl in dreptul fiec[reia:

l: {xlreN 9i 2x+l ..-39\
B: {nln eN qi 4n...56}

b) B: l2o;22;2a;2s1;

it) D ={xe N I x divide 50} ;

I) F: {x lxeN, I > 100}.

: ft € N*lx<5) 9i B: {*e Nlx<4}.
reprezentafi mullimile folosind diagrame

card,A =19;
cardB =l;

B

C: {mllzeN ;i 12+22 +32+42 ..-m\ cardC=6.

15. Fie mulgimea A : {5,9, 13, 17, ...,201}. Determinagi cardinalul mulgimii I gi
ari.tgi cd media aritmetic[ a elementelor dlr'A nu aparline mulpimii l.

16. Fie mu$imeal : {15,20,25, ..., 85}.
a) Scriegi elementele mulfimiil divizibile cu 10.

D) Scrieli elementele mu$imiil divizibile cu 2.
c/ Determinafi numlrul de elemente al mullimii l.

17. Scriefi mulgimea A: {x I r e N, 2 x + 7 S 20} prin enumerarea tuturor elementelor.

18. Cdte elemente aremulgimea A={* lre N qi 7x+3 = x+28\?

19. Determinali numdrul natural r gtiind cI 1 I e {3n + 5,2n + 4} .

20. a) Determinagi a e N , astfel inc6t cardinatul mullimii {a ,2a + 5 ,3a+ 1} s5 fie 2.

D) Determinali a e N , pentru care card{a }a ,a +l} = 2 .

c)Determinali a e N, astfel?nc6tcardinalulmullimii {x e XIZ .x+a<9} sAfie

un element al mu$imii {4,5}.

21. Aflali cardinalul mulgimii: A : {n I z e N, r se scrie numai cu cifra 3 gi n < 401}.
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22, Stabilili valoarea de adevlr a urmltoarelor propozilii:

a) 2 e {1,2,3\; d) {1,2,3, 4} conline 3 p5;frate perfecte;

b) 2 q {3,4};
c)2 e {12,122,1222};

e) card{2,3} < card{0, 1,2};

l) 15 e{xlr e N,r = :'k,k e N}.

23. Scrieli in 3 moduri diferite mulfimile:
a) mul,timeanumerelor naturale impare cuprinse intre 17 -si 28'

D) mullimea numerelor naturale, mai mici decit 39, divizibile cu 3.

c/) mulgimea pf,tratelor perfecte mai mici decet225 9i mai mari decat 100.

d) mullimea tuturor cuburilor perfecte cuprinse intre 7 9i 130'

2a. Scrieli mullimea A = {1,2,4,8, 16} punand in eviden}i o proprietate comun[ a

elementelor sale'

25. Aflali elementele comune mullimilor A = {13,14,1 5, "',7 3\9i B = {Al'b = b'\'

26. Fie ,a={*lx=u(n2),ne N} ;i a =lvlv e N,vi2}' Determinali elementele

comune celor doud mulgimi.

' "rY:iffi:K:il":fliTl"'' b) B ={xlxeN,,6 <,' <ezs\;

dC={x=oOrlzo<x<600}; QD={xeNlx=7'k+l,keN'k<7}

e) E = lxlxe N,13 <3x-5 <22\; J) F ={' = "t'1":"2,*ts\:

C)G={rlxeN,5'=125 sau z'=l\; h) H ={xl*=Z',n<4,zeN}'

r( 28. a) Se dau mullimile A-{0,1,2,3}9i B={xlr =7a+2SiaeA} ' Determinali

2 elementelemullimiiB.

'fi D) Se dau mullimile 1=1xlzs'o <5'<1258)qi B= {vlv=3'x-llqire'4}'
.E Determinali elementele mulfimilor,4 9i B'

f* 29. Scrieli urmdtoarele mullimi cu ajutorul unei propriet[fi caracteristice:

? OA={p,i,c,o,r}; b)g={1,6,11,*,s0i};

E e c={1,3,6,10,...,210}; d)D={1,2,6,24,120,120\;

E e1E ={1,3,7,15,31,63}; J) F ={0,t,8,8t,1024};

E gG={1,2,4,8,16,32\; h) H ={0,1,4,9,16,25,36\'

€ 3o. Fie,4 : {0,2,4,6}. Determinali elementele mullimii f = {'lr =3o -2o, a e A\'
t1^

5 31. Scrieli mullimea,4 de numere naturale care sunt mai mici decdt 7l qi care

A impdrlite la 10 dau restul mai mare decdt 8.

e,
H 32. Fie n un numdr natural. Consider6m mulflmea ,q' = {*e X lz' ' * '2't'\'

= 
Determina! cardinalul mu$imiil 9i apoi numSrul n gtiind cdA are 97 elemente.

10

*

33.

:yl.

35.

Numerele naturale impare cons€cl

{t3,ts,tz,t9}, ... etc. Determirqli

Fie A = {1,2,3,...,2012}. enaF ce

Se dd girul de mulgimi ,\ = |ti,,\
a/ Scrieli elementele mulgimii . ;
D) Determinagi mullimea ce co{i
c) Determinali cel mai mic gi cel r

36. Fiemullimea A={Z' .lu .5''ia,b,t

lui I existi cel pugin dou6 al c&u

Problcr
37. Se dd mullimea A, formarAdin rrr

a) dacd x e A, atunci 5.x+ I e,f
b) dacd 7 . x + 4e,4, atunci -r e ,f
c)9eA.
Ar6tali cd numdrul 6 apa4ine mul;

38. Determinali mul[imile A 9i B we
a) mulgimea {1,2,3,4} este foru
b) ftecare mullime are cdte dor"ri c
c) dacdx e A,at.tncix + I e B-

39. Seddmullimea A,formatldin -
a) dacd x e A, atttnci 3x + 2 e,l;
b) dacd x2 +le A,atutci x e l;
c) le A.

Ardtali cI numerele 4, 5 gi 26 apr

4O. Se dd mullimea,4, formatd din r
a) dacd x e A, attxtci 3 .-t e { ;i (
b) dacd 4.x+2 e l, atunci ,r e {
c) lleA.
Ardtali cd 2010 e A.



3 p6rrde perfecte;

H,-r=3-t.teN).

-totre 17 9i 28.
*38, divizibile cu 3.
IZE i rnai mari decdt 100.
Ehrre 7 9i 130.
f s/idEntr o proprietate comun[ a

Ll+t5,...,73) $i B = {rbl"b = br\.

rl,y:2i. Determinafi elementele

3={r]-re N,16 <r' <eZS};

P={r e Nlr = 7.t+l,k e N,k < 7}
t,
F-f a = 'tlxlt2,xi5|;
g'= 

f 
rl, =3n,n< 4,n e N).

Ir=7a+2 Si a e A). Determinafi

lI B = Al y =3. x-ll qi x e A\ .

tqrietati caracteristice :

[Lo,t t,...,sot];

[z,o,z+,tzo,lzo];
p,taar,roz+);

$\+,9,t6,253a.1.

+mii B={rlr= 3o -2o,aeA}.

I rmt mai mici dec6t 71 si care

I

1= {r. *lr' = 
* r2,'r}.

[d a Fiind c6. A arc 97 elemente.

?k ?k ?k

33. Numerele naturale impare consecutive sunt grupate astfel: {l}, {3 ,5} ,{7,9,11} ,

{t:,tS,lZ,t9} , ... etc. Determinali suma numerelor din a 8-a mulfime.

34. Fie tr={1,2,3,,.2012}. Aflali card{x e Alxi2 sauxi5}.

35. Se dd girul de mulgimi A, = {l\,,4, = {2,3, +\,,1, = {5, 6,7,8,9\,....

c/ Scrieli elementele mullimii ,40;

6) Determinafi mulfimea ce conline numdrul natural 2010.

c) Determinali cel mai mic gi cel mai mare element al mullimii lro,u.

36. Fie mullimea A = {2' 
.3b .5" 

la,b,c e X}. aratagi c[ printre oricare 9 elemente ale

lui I existd cel pugin doud al c6ror produs este p6trat perfect.

Probleme de gapte stele
37. Se d5 mulgimea A,format[din numere naflrale, cu propriet5file:

a) dacd x e A, alunci 5. x +l e A;
b) dacd 7 . x + 4 e A, atunci x e A;

c)9eA.
Ardtali cI num5rul 6 aparline mulgimii l.

38. Determinali mullimile A;i B care indeplinesc simultan urmitoarele proprietdfi:
c,) mullimea {1,2,3,4} este formatb din toate elementele mulgimilorl gi B;
b) frecare mullime are c6te doud elemente;
c) dacd x e A, atunci x + I e B.

!i9. Se dd mullimea A, formatl din numere naturale, cu propriet[gile:
a) dacd xe A,atunci 3x+2e A;

b) dacd, x2 +l e A, atvnci x e A;

c) le A.

fuAta1i cI numerele 4, 5 gi 26 apa4in mulgimii l.
40. Se di mullimea l, formatd din numere naturale, cu proprietigile:

a) dacd x e A, atvnci 3. x e A ;i 6. x + 4 e A;

b) dacd, 4. x+2 e A, at.tnci x e A;

c) lleA.
.{rdta!i cd 2010 e A.
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soLUTil
UNITATEA 1 MULTIMI

Tema 1.1. Mullimi. Mullimea numerelor naturale

s. 0. 6. a) A = \0,1,...,7) ; b) P = {4,s,...,9} ; c) C = {8,9,..., 14} ; d) D = {11,12,...,22\ ;

e) E=11,2,3,6,9,18);flF={1,3,s,7,9,11}.g.Vrutlimlfinite'.A,C;mullimiinfinite:-8,D.

1O, A=10,2,5\.1t.Mullimi finlte:A,B,D,E;mullimiinfinite: C,F.12:. A={1,2,3,4},

B={0,1,2,3,4}.tt, .n={2,3,4,s\, B:{1,2,3,7,8}.t+..,=,>.15. 5=4.r+1, e=4.2+1,

..., 207=4'50+1; cuM=50, 1n,=(5+9+...+201):50=103 = 4.25 +3 e A.

19. n = 2. 20. a) 4; b) 0; c) carM = 4 = a = 2; cardA : 5 + a = 0. 2r. 3. 22. a) A; b) A; c) F ;

d) F; e) A;fl F. 2a. A: lz'ln 14,n eX). zs. 122,33,44,s5,66). 26.0-,4,6. 27. e = p,n);

B = {4,s,...,2s} ; C = {100,10 t,...s99} ; D = {1,8,1s,...,s0} ; E = lt,a,o} ;

F = {s0,52,54. s6,s8} ; G = {0,:} ; H = {1,3,e,27,8 l}. 28. a) B = {2,e,16,23} ; b)

A=121,22,23,24\, B = {52,55,58,61\.25. ,a= {;rlx este literi a cuvdntului picior};

a =\2" -1\n<6,neN*); D ={nlln<o,n eN}; B ={5n+lln <100,n eN};

C =11+2+3+...+nln<20,n e N); F :{n".'ln< 4,n eN}; c={z'ln <s,r eN};

U ={n'ln<6,reN}.32. n=5.33.Aoptamullimeeste {57,59,...,71}. Sumaelementelor

acestei mul(imi este 512.34. Sunt 1006 elemente divizibile cu2:2'1,2'2,...,2'1006. Sunt 400

elemente divizibile cu 5: 5'1,5'2,...,5'400. Sunt 200 elemente divizibile gi cu 2 qi cu 5:

10.1,10.2,...,10'200. in concluzie avem 1006 + 400 - 2OO = 1206 elemente divizibile cu 2 sau

cu5.35. a) Ao=\10,11,12,...,16};b)cardA,+cardA4+...+carM,=ri' $icum 442 <2OlO =
2Ol0 e Aor; c) cel mai mic element este 20092 + 1 = 4036082 , iar cel mai mare element este

20102 = 4040100. 36. Fiecare dintre exponen{Ii a,b,c poate fi par sau impar, in total sunt

2 .2 . 2 = 8 combina{ii posibile ale exponenjilor in raport cu paritatea. Avem 8 posibilit5f de

combinare a parit[tii qi 9 elemente; conform principiului cutiei vor fi cel pulin dou[ elemente

cu exponen{ii de aceeaqi paritate qi produsul lor va con{ine pe 2, 3 qi 5 la exponen{i pari, adicd

produsul va fi pitrat perf'e ct.37. 9 e aJqA=9'5 + 1e A; 46=7'6++e,q!e e l.
a,) b) b) d) d)

r#f*tfii,'

lg. leA=Sel>tl eA;17 =42 +7e A+4eA; 5=22 +leA>2eA=8eA=26eA.
a\ b) a)

40. lleA=33eA 9i 6'33+4=202eA; 202=4'50+2eA=50eA=l50eA;
b) a) 

") 
a)

150 = 4.37 + 2 e A>37 e A>lll e A=670 e A>2010 e A.

1.2. Relalii intre mullimi. Submultimi

5. 2a =16.6. n=2. 8. 5. 9. 5. 1O. a) x=l; b) x=l,y=2,2:3; c) x=5; d) t=5.
12. Mullimea I este format[ din elementele 1,2, gi 3 la care se adaugl elementele

submul{imilor mullimii {4,5,6}. Mullimea {4,5,61 are 23=8 submul{imi, deci vor fi 8

mul{imil ce verihc5 datele problemei (cAte una pentru fiecare submullime a multimii :J.-<.6i ).

I

(o
I
G
6
(!
U
(J

=lrJ

=
237


